Примеры задач по темам
8 класс

Модуль 1. Делимость чисел. Тождественные преобразования 

Задача 1

Докажите, что сумма четырех последовательных нечетных чисел кратна 8.

Решение:         

 Любое нечетное число можно записать в виде 2п + 1, тогда следующее за ним нечетное число будет равно 2п + 3. 

Пусть 2п + 1, 2п + 3, 2п + 5 и 2п + 7 – четыре последовательных нечетных числа. Найдем их сумму: 2п + 1 + 2п + 3 + 2п + 5 + 2п + 7 = 8п + 16. Оба слагаемых этой суммы делятся на 8, значит, и вся сумма делится на 8. 
Задача 2

Разложите на множители:


[image: image43.jpg]y=Ix-1l-l2-xl+2





Модуль 2. Решение линейных уравнений и их систем  
Задача 1

В тот день, когда Диму поздравляли с днём рождения его брат и сестра, Дима сказал: «Смотрите, как интересно, я теперь вдвое старше брата и втрое старше сестры!» – «А ваш средний возраст 11 лет», – подхватил папа. Сколько лет исполнилось Диме? 

Ответ:18 лет. 

Решение:
Первый способ. По условию задачи можно составить уравнение. Пусть возраст Димы – х лет, тогда возраст сестры х/3, а брата – х/2; (х + х/3 + х/2):3=11. После решения этого уравнения получаем, что х=18. Диме исполнилось 18 лет. 
Второй способ. Если возрасты Димы, его брата и сестры изобразить отрезками, то «Димин отрезок» состоит из двух «отрезков брата» или трех «отрезков сестры». Тогда, если возраст Димы поделить на 6 частей, то возраст сестры – две такие части, а возраст брата – три такие части. Тогда сумма их возрастов – 11 таких частей. С другой стороны, если средний возраст равен 11 лет, то сумма возрастов – 33 года. Откуда следует, что в одной части – три года. Значит, Диме исполнилось 18 лет. 

Задача 2

Число x в m раз больше разности чисел y и z, а число y в n раз больше разности x и z. Найти зависимость между m и n, если известно, что z в 2 раза больше разности x и y. Числа x, y и z не равны нулю.
Ответ: 
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Решение:

Составим систему уравнений:
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      x = m(y – z);

      y = n(x – z);

      z = 2(x – y).

Решив систему первых двух уравнений относительно х и у, найдем, что 
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, а подставив эти значения в третье уравнение, получим искомую зависимость: 
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Модуль 3. Числовые и линейные неравенства 
Задача 1

Решите неравенства:
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Модуль 4. Геометрия 
Задача 1

Диагональ  параллелограмма делит его угол в отношении 1:3. Найдите углы параллелограмма, если длины сторон относятся как 1:2.
Ответ: 600, 600, 1200, 1200.
Решение: 

Пусть AB = x, BC =2x, 
[image: image8.wmf]Ð

CBD =
[image: image9.wmf]a

, 
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ABD = 3
[image: image11.wmf]a

. Построим отрезок BE так, чтобы 
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EBD =
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. Тогда 
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ABE = 2
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= 
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AEB;  BE = AE = ED = x. Значит, 
[image: image17.wmf]Ð

ABD = 900, 
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A = 600, 
[image: image19.wmf]Ð

ABC = 1200. По свойству параллелограмма 
[image: image20.wmf]Ð

C = 600, 
[image: image21.wmf]Ð

ADC = 1200. 
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Модуль 5. Квадратные корни 
Задача 1
Постройте график уравнения х 2− y4= 
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, то есть изобразите на координатной плоскости все точки, координаты (х; у) которых удовлетворяют этому уравнению. 

[image: image42.emf]

Ответ: См. рисунок.                                             

Решение: 

Преобразуем данное уравнение, выделив под знаком корня полный квадрат: х 2− y4= 
[image: image24.wmf])
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2. Выражение в правой части имеет смысл лишь при х = 9. Подставляя это значение в уравнение, получаем: 92 – y 4 = 0. Разложим на множители левую часть: (3 – y)(3 + y)(9 + y 2 ) = 0. Откуда y = 3 или y = –3. Значит, координаты только двух точек (9; 3) или (9; –3) удовлетворяют данному уравнению. График уравнения изображен на рисунке. 
Задача 2
Решите уравнение: 
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Ответ: 49.
Модуль 6. Квадратные уравнения
 Задача 1
Решите уравнения:
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Модуль 7. Геометрия 
Задача 1
В окружности провели диаметр AB и параллельную ему хорду CD так, что расстояние между ними равно половине радиуса этой окружности

(см. рисунок). Найдите угол CAB. 

Ответ: 75°                                                                         .

Решение: 

Рассмотрим треугольник АОС, где О – центр окружности. Этот треугольник равнобедренный, так как ОС и ОА – радиусы. Значит, по свойству равнобедренного треугольника, углы А и С равны. Проведем перпендикуляр СМ к стороне АО и рассмотрим прямоугольный треугольник ОМС. По условию задачи, катет СМ – половина гипотенузы ОС. Значит, величина угла СОМ равна 30°. Тогда, по теореме о сумме углов треугольника получаем, что угол САО (или САВ) равен 75°.
Задача 2
В трапецию с основаниями 3 и 5 можно вписать окружность и около неё можно описать окружность. Вычислите площадь пятиугольника, образованного радиусами вписанной окружности, перпендикулярными боковым сторонам трапеции, её меньшим основанием и соответствующими отрезками боковых сторон.

Ответ:  
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Решение:

    Поскольку около трапеции можно описать окружность, то трапеция — равнобедренная, а т.к. в трапецию вписана окружность, то боковая сторона видна из центра этой окружности под прямым углом.

     Поскольку около трапеции можно описать окружность, то трапеция — равнобедренная. Пусть окружность с центром O касается боковых сторон AB и CD трапеции ABCD соответственно в точках M и N, а оснований BC = 3 и AD = 5 — соответственно в точках K и L. Тогда
BM = BK = KC = 
[image: image28.wmf]2
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BC = 
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, AM = AL = LD = 
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    Поскольку  AO  и  BO — биссектрисы  углов,  сумма  которых равна 180º, то [image: image32.png]


AOB = 90º. Радиус OM — высота прямоугольного треугольника AOB, проведённая из вершины прямого угла, поэтому

OM=
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Прямоугольный треугольник OKB равен треугольнику OKC, следовательно,

SMBCN = 
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Модуль 8. Элементы статистики и комбинаторики 
Задача 1
Сколько слов можно получить, переставляя буквы в слове «Гора»?
Ответ: 24 слова

Решение: В слове «гора» четыре буквы, все различные, поэтому можно получить всего 4!=24 слова. 
Задача 2
Сколько слов можно получить, переставляя буквы в слове «институт»?
Решение: 
) В слове «институт» 8 букв из них две буквы «и», три буквы «т». Есть повторяющиеся буквы. Т. е. получаем перестановки с повторениями. 
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Модуль 9. Решение олимпиадных задач 
Задача 1
 В подводном царстве живут осьминоги с семью и восемью ногами. Те, у кого 7 ног, всегда врут, а те, у кого 8 ног, всегда говорят правду. Однажды между тремя осьминогами состоялся такой разговор. Зеленый осьминог: «У нас вместе 24 ноги». Синий осьминог: «Ты прав!» Красный осьминог: «Глупости, Зелёный говорит ерунду!» Сколько ног было у каждого осьминога? (Ответ обоснуйте.) 

Ответ: У Зеленого осьминога 7 ног, у Синего осьминога 7 ног, у Красного осьминога 8 ног. 

Решение: Из условия задачи следует, что количество ног и правдивость высказываний связаны однозначно. Синий и Красный осьминоги про слова Зеленого осьминога произнесли противоречащие друг другу фразы. Значит, кто-то из них сказал правду, а кто-то ложь. А это, в свою очередь, означает, что у кого-то из них 7 ног. 

Таким образом, слова Зеленого осьминога – ложь (в противном случае у каждого из трех осьминогов должно быть по 8 ног, иначе общее количество ног меньше 24). Подведем итоги: Зеленый осьминог сказал ложь, у него 7 ног; тогда Синий осьминог сказал ложь, у него 7 ног, а Красный осьминог сказал правду, у него 8 ног.
Задача 2

Фирма изготавливает лимонный напиток, разбавляя лимонный сок водой. Сначала фирма производила напиток, содержащий 15% лимонного сока. Через некоторое время  директор отдал указание снизить содержание лимонного сока до 10%. На сколько процентов увеличится количество производимого лимонного напитка при тех же объёмах поставок лимонов? 

Ответ: На 50%. 

Решение:
 1 способ. Содержание лимонного сока в напитке после указания генерального директора снизилось в полтора раза. Значит, из тех же лимонов можно приготовить в полтора раза больше лимонного напитка. Иными словами, количество производимого лимонного напитка увеличится в полтора раза или на 50%.
 2 способ. Пусть х – количество производимого напитка до указания генерального директора. Тогда количество лимонного сока в этом напитке – 0,15·х. Пусть теперь у – количество производимого напитка после указания генерального директора. Тогда количество лимонного сока в этом напитке – 0,1·у. Так как подразумевается, что количество лимонного сока не изменилось, получаем равенство 0,15·х = 0,1·у. Умножив обе части этого равенства на 10, получим: у = 1,5·х; или: у = х + 0,5·х. Значит, количество производимого напитка увеличилось на 50%. 
9 класс

Модуль 1. Планиметрия. Часть I 

Задача 1

На стороне AC треугольника ABC отметили точку К. Известно, что периметр треугольника ABC равен 25 см, периметр треугольника ABК – 15 см, а периметр треугольника BCК – 17 см. Найдите длину отрезка BК.
Ответ: ВК = 3,5 см
Решение:

РАВК + РВСК = (АВ + ВК + АК) + (ВК + ВС + КС) = 

                     = АВ + ВС + ((АК + КС) + 2ВК 

                     = РАВС + 2ВК 

ВК = (РАВК + РВСК – РАВС) : 2 = (15+ 17 – 25) : 2 = 3,5 (см) 

Модуль 2. Квадратные уравнения и неравенства. Квадратичная функция
Задача 1

При каком наименьшем натуральном значении  a  уравнение

x2 + 2ax - 3a + 7= 2x
имеет ровно два решения?
Ответ: 3

Решение:

Перепишем это уравнение в виде
x2 + (2a−2) x − 3a + 7 = 0.

Это квадратное уравнение, оно имеет ровно два решения, если его дискриминант строго больше нуля. Вычисляя дискриминант, получаем, что условием наличия ровно двух корней является выполнение неравенства 

a2 + a−6 > 0.

Решая неравенство, находим a < −3 или a > 2. Первое из неравенств, очевидно, решений в натуральных числах не имеет, а наименьшим натуральным решением второго является число 3.

Модуль 3. Нестандартные уравнения и системы 
Задача 1

Докажите, что уравнение  x4– 4x3 + 12x2 – 24 x +24 = 0  не имеет решений.
Ответ: -8; 6

Решение: 

Уравнение x4 – 4x3 + 12x2 – 24x + 24 = 0  преобразовать к виду (x2 – 2x)2 + 8(x – 1,5)2 + 6 = 0,   которое не имеет решений.
Задача 2

Решите уравнения:
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Модуль 4. Тождественные преобразования выражений 
Преобразование выражений, содержащих степень с рациональным показателем.
Задача 1

Выполните действия:
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Задача 2

Подберите такие не равные нулю числа n и m, чтобы равенство (n·5 n ) n = m·5 9 было верным. 
Ответ: Например, n = 3, m = 27

Решение: Таких пар чисел бесконечно много. Покажем одно из решений. Нам нужно, чтобы  nn  ⋅ 5n2  = m⋅ 59.Если n = 3, то 5n2  = 59. Теперь вычислим m:  m = 33 =27 . Пара n = 3, m = 27 является решением. Покажем, как можно получить другие решения. Возьмем произвольное n. Например, n = 6. Тогда в левой части равенства мы получаем: 66⋅536 , следовательно, m = 66  ⋅527 . 
Задача 3
1. Какое из чисел больше: 777 или 777?
Ответ: Второе число больше. 

Решение: 710 >72 >11, поэтому 711=7⋅7 10 > 7⋅11=77. 

Отсюда следует, что 777=(711) 7 > 777 .

Модуль 5.  Задачи, содержащие знак модуля 
Задача 1

Постройте график функции y = |x − 1| − |2 − x| + 2.

Решение:  
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Модуль 6. Планиметрия. Часть II 

Задача 1

Хорда удалена от центра окружности на расстояние  h. В каждый из двух сегментов круга, стягиваемый этой хордой, вписан квадрат так, что пара его соседних вершин лежит на хорде, а другая пара соседних вершин – на соответствующей дуге окружности.
Найдите разность длин сторон квадратов.
Ответ: (8/5)h 
Решение:

Обозначим длины сторон большого и малого квадратов через 2х и 2у соответственно, радиус окружности – через R. Тогда расстояния от центра окружности до вершин вписанных квадратов, лежащих на окружности дают выражения (2 – h)2 + x2 = R2,   (2y + h)2 + y2 = R2.  Отсюда получим x - y = (4/5)h. Тогда, разность длин сторон квадратов будет равна (8/5)h 
Задача 2
На плоскости дан отрезок АВ. Где может быть расположена точка  С, чтобы треугольник АВС был остроугольным? 

Решение:

Построим на АВ как на диаметре окружность и проведем через А и В две прямые, перпендикулярные отрезку АВ. Точка С может находится между этими прямыми вне круга.

Модуль 6. Элементы теории чисел 

Задача 1

Лист бумаги разрезали на 5 частей, некоторые из этих частей разрезали на 5 частей, и т. д. Может ли за некоторое число разрезаний получиться 2006 листка бумаги?
Ответ: 2006 листков получиться не может.
Решение:

Замечаем, что при каждом разрезании из одного листка получаем пять, т. е. число листков увеличивается на 4. Следовательно, из исходного листа может получиться число листков вида 1 + 4n, где n € N, т. е. это число при делении на 4 дает остаток 1. . Но 2006 = 4•501 + 2. Следовательно, 2006 листков получиться не может.
Задача 2
Найти все натуральные числа, оканчивающиеся на 2006, которые после зачеркивания последних   четырех цифр уменьшаются в целое число раз.
Ответ: 12006; 22006; 172006; 342006; 592006; 1182006; 20062006.
Решение:

Пусть натуральные числа имеют вид x•10000 + 2006, где x € N. После вычеркивания последних цифр получим число x. По условию , где n € N. Отсюда имеем, что должно быть натуральным числом, т. е. x - делитель числа 2006. Число 2006 имеет делители: 1; 2; 17; 34; 59; 118; 2006. Следовательно, имеются числа, отвечающие условию задачи: 12006; 22006; 172006; 342006; 592006; 1182006; 20062006.
Задача 3
Сколько существует трёхзначных чисел, которые в 5 раз больше произведения своих цифр? 

Ответ: Одно число 175. 

Решение:
Первый способ. В составе цифр, которыми записывается число, нет цифры 0, иначе не может быть выполнено условие задачи. Данное трехзначное число получено умножением на 5 произведения своих цифр, следовательно, оно делится на 5. Значит, его запись оканчивается цифрой 5. Получаем, что произведение цифр, умноженное на 5, должно делиться на 25. Заметим, что четных цифр в записи числа быть не может, иначе произведение цифр было бы равно нулю. Таким образом, трехзначное число должно делиться на 25 и не содержать четных цифр. Таких чисел только пять: 175, 375, 575, 775 и 975. Произведение цифр искомого числа должно быть меньше 200, иначе, умноженное на 5, даст четырехзначное число. Поэтому числа 775 и 975 заведомо не подходят. 

Среди оставшихся трех чисел только 175 удовлетворяет условию задачи. 
Второй способ. Заметим (аналогично первому способу решения), что последняя цифра искомого числа – 5. Пусть a, b, 5 – последовательные цифры искомого числа. По условию задачи имеем: 100a + 10b + 5 = a·b·5·5. Поделив обе части уравнения на 5, получаем: 20a + 2b + 1 = 5ab. 

После вычитания из обеих частей равенства 20а и вынесения за скобки общего множителя в правой части, получаем: 2b + 1 = 5a(b – 4a) (1). Учитывая, что a и b могут принимать натуральные значения от 1 до 9, получаем, что возможные значения а – только 1 или 2. Но а=2 не удовлетворяет равенству (1), в левой части которого нечетное число, а в правой при подстановке а=2 получается четное. Итак, единственная возможность а=1. Подставив это значение в (1), получаем: 2b + 1 = 5b – 20, откуда b=7. 

Ответ: единственное искомое число: 175. 

Модуль 7. Решение олимпиадных задач 
Задача 1

Все натуральные числа, сумма цифр в записи которых делится на 5, выписывают в порядке возрастания: 5, 14, 19, 23, 28, 32, … Чему равна самая маленькая положительная разность между соседними числами в этом ряду? Приведите пример и объясните, почему меньше быть не может. 

Ответ: Наименьшая разность равна 1, например, между числами 49999 и 50000. 

Решение: Разность меньше 1 быть не может, так речь идет про разность различных натуральных чисел. Понятно, что если два соседних числа отличаются только в разряде единиц, то разность между ними равна 5 (например, 523 и 528). Значит, нужно, чтобы числа отличались и в других разрядах. Можно попробовать взять большее число круглым, тогда числа будут отличаться минимум в двух разрядах. Возьмем, например, 50, предыдущее число 46, а разность равна 4. Если взять 500, то предыдущее число 497 и разность равна 3. Осталось подобрать такое число нулей, чтобы разность была равна 1. 
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